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1. INTRODUCCION. 
El método de la matriz in~~rsa generalizada (lG) es una 
técnica de análisis de las decisiones que presentan objetivos 
múltiples que han de satisfacerse de forma simultanea, basada en 
el álgebra matricial. Se sirve para ello de una desagregación de 
los objetivos en variables más operativas o subobjetivos. 
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Como ya ha sido puesto de manifiesto en anteriores trabajos, 
Navas, Guerras y Carretero (1986, 1987a y 1987b), el método 
presenta una serie de posibilidades operativas muy interesantes, 
asl como ciertos inconvenientes, algunos de los cuales se 
consiguieron resolver en los citados trabajos. 
El propósito del presente trabajo es enriquecer las 
posibilidades de tratamiento de objetivos por medio de la IG a 
través de unas nuevas variables, complementarias a dicho 
análisis, que se denominan indicadores (Ijiri, 1976). Su 
utilidad se manifiesta únicamente desde el punto de vista del 
control de las decisiones, es decir, como instrumento de 
comprobación de los resultados alcanzados. 
Dado que los indicadores constituyen una técnica de control, 
su utilización puede estar referida al análisis de objetivos 
llevado a cabo por cualquiera de las técnicas de análisis 
multiobjetivo existente. En este sentido, Guerras (1989) presenta 
un detallado análisis de las técnicas disponibles en este campo. 
Sin embargo, centraremos nuestra atención en su aplicación en la 
utilización del método de la matriz inversa generalizada. 
2. LOS INDICADORES: CARACTERISTICAS 
En efecto, una forma de completar las posibilidades 
operativas que ofrece la lG consiste en utilizar los 
indicadores. Estos indicadores sirven de apoyo al análisis, 
siendo especialmente útiles para llevar a cabo el control de 
las decisiones, en concreto, mediante la comprobaci6n de forma 
indirecta del cumplimiento de los objetivos. 
Los indicadores son nuevas variables que se introducen en el 
análisis y que permiten conocer en cada momento la 
situaci6n del sistema en ~uanto a la cumplimentación de sus 
objetivos. A través de los indicadores se dispone de una 
aproximaci6n al conocimiento del grado en que los distintos 
objetivos se están alcanzando. Por ello, evidentemente es 
necesario que exista algún tipo de vinculaci6n entre indicador y 
objetivo, de tal forma q~e conociendo el valor del primero se 
deduzca, de alguna manera, el del objetivo. A medida que 
esta vinculaci6n es mayor se dice que el indicador es más 
efectivo. 
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Evidentemente esta es una condición necesaria puesto que se 
trata de aproximarse al conocimiento de los niveles de 
consecuciÓn de un conjunto de objetivos pero no de forma directa, 
introduciéndose dicha vinculaciÓn en el modelo mediante algún 
tipo de relaciÓn matemática. 
Por otro lado, es conveniente exigirle al indicador la 
caracter1stica de bajo coste en su determinaci6n y facil 
utilizaci6n en su aplicaci6n para que el indicador pueda ser 
operativo y asequible. En efecto, la identificaciÓn del indicador 
debe requerir una escasa inversi6n para no caer en una situación 
en la que los costes de utilización superen a los rendimientos 
esperados, a,s1 como la de ser entendido claramente tanto por el 
decisor como por el analista del proceso. A medida que se 
cumplen estas condiciones se dice que el indicador es más 
eficaz. 
As1, suponiendo que se pretende alcanzar un objetivo 
referido, por ejemplo al beneficio de una empresa, la cifra de 
ventas de la misma seria un buen indicador si es sencillo y 
poco costoso determinarla, y si su conocimiento permite 
aproximarse a la identificaci6n del nivel de beneficio deseado. 
serán, por tanto, buenos indicadores aquellos en los que se 
den simultáneamente las caracteristicas de efectividad y 
eficacia. Ambas caracteristicas dificilmente aparecen de forma 
simultanea en la realidad, puesto que aquellos indicadores que 
proporcionan una mejor informaci6n son los que habitualmente 
requieren una mayor utilizaci6n de medios técnicos y humanos y, 
por consiguiente, un mayor coste. 
3. DISEAO DE INDICADORES 
En general para un sistema de objetivos expresados en la 
forma matricial AX=b, se puede identificar un conjunto de 
i nd i cadores w. (i = 1 , 2 , ... , k) , a través de los cua 1 es se 
pretende conocer los niveles reales de cumplimentaci6n de los 
objetivos integrados en el vector b. El conjunto de 
indicadores se representa por el vector W. 
w = 
Estos indicadores necesariamente deben de 
expresados en términos de los subobjetivos a 








deseos y posibilidades del analista 
tales indicadores. En este sentido, 
caracteristica de eficacia respecto a 
o menor número de indicadores. Asi, 
funci6n de los subobjetivos como: 
w = CX 
respecto del diseño de 
influirá decisivamente la 
la disponibilidad de mayor 
el vector W se expresa en 
(2) 
Ejemplo 1. Sean x., xz y x~ las unidades vendidas en un 
periodo de tiempo de cada uno de los tres productos que 
fabrica una empresa. Siendo P" p", Y p~ los precios unitarios de 
venta de cada uno de los productos, respectivamente, un 
conjunto de indicadores podrla venir dado por la siguiente 
expresl6n: 






donde el primer indicador W1 representa el número total de 
unidades vendidas, el segundo w'" la cifra total de ventas y el 
tercero W~ las ventas realizadas del primer producto. De forma 
simi lar se podrlan' identificar otros indicadores. 





del conjunto de indicadores debe ser 
una determinada aproximaci6n, el valor 




Será mejor aquel indicador que nos permita conocer con mayor 
fidelidad los niveles de consecuci6n de los objetivos. A medida 
que ello es asl se satisface en mayor grado la condici6n de 
efectividad. La situaci6n ideal estarla representada por una 
relaci6n unIvoca entre los respectivos valores del indicador y 
el objetivo. En tal caso, se dice que el indicador es de máxima 
efectividad o perfecto. 
Ejemplo 2: Una empresa tiene un único objetiVO, el 
beneficio, que pretende conseguir a un nivel de 600 u. m .. Para 
ello cuenta con la fabricaci6n y venta de dos productos, cuyos 
márgenes unitarios son de 10 y 12 u. m., respectivamente. Por 
determinadas razones la empresa no puede conocer directamente el 
grado de cumpllmentaci6n de su objetivo, por lo que decide 
utilizar un indicador: el peso total de los productos vendidos. 
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La expresl6n del objetivo es: 
10 x , + 12 x~ = 600 (4) 
Respecto al indicador, en principio, es preciso suponer que 
se cumple la característica de eficacia, es decir, es 
relativamente sencillo conocer el peso de los productos. Pero es 
imprescindible la característica de efectividad. En este sentido, 
parece 16gico pensar que un aumento en el peso total de 
los productos vendidos implica mayor número de unidades vendidas 
y, por lo tanto, debe suponer un incremento en los beneficios. 
En virtud de ello se puede establecer 
vinculaci6n entre ambos. Pero lo que interesa es 




de 5kg y 
vendidos 
los pesos unitarios de cada uno de los productos fueran 
4 kg. respectivamente y el peso to~al de los productos 
240kg., la expresi6n del indi~ador ~erla: 
/ 
5 X. + 4 X% = 240 (5 ) 
lo que implica que los valores máximos de cada 
subobjetivo podrlan llegar hasta' 48 Y 60 unidades 
respectivamente, cuando el otro es cero. Ello provoca, llevando 
estas cantidades a la expresi6n del objetivo, que los niveles de 
éste oscilen entre 480 u. m. cuando x, = 48 Y x% = O, Y 720 u· m. 
cuando x, = O Y x% = 60. 
Esto es, para un determinado valor del indicador se 
tienen unos valores mínimo y máximo entre los cuales 
necesariamente se debe encontrar el objetivo. El decisor 
juzgará si esta aproximaci6n es suficiente o irrelevante para sus 
necesidades de control, aceptando o rechazando el 
indicador. 
Pero supongamos que los pesos unitarios fueran 5kg. y 
6kg. para cada tipo de producto, respectivamente. En tal caso la 
exprE,si6n del indicador seria: 
5 X. + 6 X% = 240 (6) 
lo que implica que los valores máximos de los 
subobjetlvos son de 48 unidades para x. y 40 unidades para x%. 
En esta situaci6n, solo existe un único valor posible para 
el objetivo, 480 u. m .. Evidentemente ésta es una situaci6n 
deseable puesto que para cada valor del indicador se tiene 
solo y exclusivamente un valor del objetivo. En este 
supuesto, la informacl6n es perfecta y es posible decir que no se 
alcanza en ningún caso el nivel deseado de beneficio. 
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4.1 Condici6n de máxima efectividad. 
Independientemente de que se consiga o no el nivel de 
aspiraci6n deseado, una situaci6n como la indicada es la mejor 
entre las posibles en cuanto a la informaci6n facilitada, ya que 
permite un conocimiento exacto del nivel de cumplimentaci6n del 
objetivo. Cuando esto ocurre se dice que el indicador es de 
máxima efectividad o perfecto. 
La relaci6n matemática que garantiza la existencia de 
indicadores perfectos viene dada por el siguiente teorema: la 
condici6n necesaria y suficiente para que los objetivos 
vengan un1vocamente definidos por los indicadores es que cada 
fila de la matriz A de la expresi6n general de los objetivos 
Ax=b, sea una combinaci6n lineal de las filas de la matriz C de 
la expresi6n general de los indicadores Cx=W. (Ijiri, 1976, p.74) 
Evidentemente, las caracter1sticas de la realidad 
limitarán las posibilidades de disefio de indicadores 
perfectos, as1 como los costes de utilizaci6n -condici6n de 
eficacia- en que se incurran. 
4.2 Indicadores no perfectos 
En cualquier caso, la disponibilidad de un 
aunque no sea perfecto, aumenta el grado de 
acerca del cumplimiento de un objetivo. Sea v el 
objetivo que se alcanza en cada momento y por tanto, 




el valor de 
En el supuesto de existencia de restricciones técnicas, 
la presencia de indicadores reduce el intervalo de posibles 
valores de los objetivos que se puede conocer a priori, con 
solo resolver, para cada objetivo, el siguiente par de problemas 
de programaci6n lineal: 
Min. v = ax 
sujeto a 
Bx S h 
x ~ O 
y Max. v = ax 
sujeto a 
Bx S h 
x ~ O 
As!, Vm~V~VI1, siendo Vm y VM los óptimos resp&ctivos de cada 
uno de los modelos de programaci6n lineal anteriores que se 
corresponden con los valores m1nimo y máximo posibles del 
objetivo. 
Si se conocen los niveles de los indicadores, W=Cx, ésto 
limita aún mAs los valores que puedan adoptar las variables de 
decisi6n en los modelos anteriores. Resolviendo dichos 
modelos ampliados con el nuevo conjunto de restricciones, se 
obtiene el nuevo intervalo de variaci6n para el objetivo que 
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normalmente será más reducido que el que se obtuvo sin el 
conocimiento de los indicadores. Evidentemente, estas nuevas 
ecuaciones de restricción limitan el espacio de las soluciones de 
los modelos anteriores. Siendo v'm y V'~I los ópt-imos respectivos 
de los modelos ampliados, se debe cumplir que v'~~V~V'f1, ql~e 
necesariamente debe ser un intervalo, estrictamente incluido en 
el anterior. 
Ejemplo 3 : Supongamos la existencia de dos factores 
productivos, -horas máquina (HM) y horas hombre (HH)-, que 
limitan la consecución del objetivo del ejemplo 2. Cada unidad 
del producto 1 requiere 2 HM Y 1 HH. Y cada unidad del producto 2, 
4HM Y 1 HH. Se dispone, además, del indicador más arriba 
comentado, el peso de los productos con pesos unitarios de 5kg. 
y 4kg. respectivamente, para el cual se observa un valor de 
200kg. 
En principio, se 
objetivo simplemente 
programación lineal: 
Min. v= 10 x, 
sujeto a 
+ 
2 x, + 4 x'" 
x, + x'" 








una aproximación al valor del 
los siguientes problemas de 
Max '. v= -lO Xl + -12 x'" 
sujeto a 
2 x, + 4 x'" S -180 
X, + X", S 60 
x" X", ~ O 
La solución de estos problemas proporciona los valores 
m!nimo y máximo entre los que puede oscilar el beneficio, que son 
respectivamente: 
X, = 30 } 
x.:a! = 30 
= 660 
En el gráfico 1 aparece la representaci6n del espacio de la_s 
soluciones para los modelos anteriores, as! como los posibles 
niveles que puede alcanzar el objetivo mediante la resoluci6n por 
la IG, niveles contenidos en la recta M. Esta recta es la 
representaci6n de la imagen de la transformaci6n inversa que 
proporciona la matriz inversa generelizada (Véase Navas, Guerras 
y Carretero (1987a». Como se puede observar los niveles m!nimo y 
máximo posibles de consecuci6n del objetivo son vm = O y vM=660. 
Si se dispone de un indicador, aunque no sea perfecto, como 
es el caso del que ahora utilizamos, este intervalo de variaci6n 






....... = 0 
60 
, 
Grafico 1: Espacio de las Soluciones 
Con esta informaci6n, es facil comprobar que los limites 
entre los que se debe hallar el objetivo varian entre 400 y 
566,66 u. m. correspondientes a la resoluci6n de los nuevos 
modelos ampliados, incorporando a cada uno de ellos la expresi6n 
(7). De donde se deduce que en ningún caso se alcanza el 
beneficio deseado, puesto que el nivel de aspiraci6n 
preestablecido queda fuera del intervalo obtenido. En esta 
situaci6n el decisor podrá tomar las medidas oportunas para 
reconducir el proceso. 
En el gráfico 2 aparece la representación de este hecho que 
viene dado por las proyecciones sobre la recta H de los puntos de 
intersecci6n de la expresi6n del indicador con el espacio de las 
soluciones. En dicha recta se pueden observar los valores v~ y 
vt,. 
Evidentemente este intervalo es cada vez mas reducido a 
medida que la recta del indicador se hace perpendicular a la 
representaci6n de la recta H, quedando reducida a un único punto 





Grafico 2: Representaci6n del Indicador 
5. GRAPICO DE INDICADORES. 
Se denomina gráfico de indicadores a la representaci6n que 
pone de manifiesto las relaciones entre todos los posibles 
valores del indicador con los del objetivo. De esta forma, es 
posible conocer para cada valor del indicador cuales son los 
limites máximo y mlnimo entre los que debe estar el objetivo. De 
igual forma, para un determinado nivel del objetivo es posible 
conocer el intervalo en que se debe encontrar el indicador. Esta 
generalizaci6n puede ser muy útil al decisor a efectos del 
control pues permite conocer las posibles v.ariaciones en el 
cumplimiento de los objetivos. 
El gráfico 3 recoge esta relaci6n para el indicador dado por 
(7). Para identificar el área de relaciones indicador-objetivo, 
basta con trasladar los valores de los subobjetivos para cada uno 
de los puntos extremos del espacio de las soluciones a las 
expresiones del indicaqor y del objetivo. Asl se obtendrán los 
nuevos puntos extremos del área que integra todas las posibles 





1W 270 300 
Gráfico 3: Gráfico de Indicadores 
El máximo nivel que se puede obtener para el beneficio es de 
660 u. m., que viene dado para un valor del indicador de 270 Kg. 
Sin embargo, w= 270 no asegura necesariamente la obtención del 
máximo beneficio. Como puede observarse en el gráfico, éste 
podria oscilar entre 540 y 660. A su vez, el máximo valor del 
indicador no coresponde al máximo del objetivo, sino a v= 600. 
Por otra parte, un determinado valor del objetivo precisa 
que el indicador esté comprendido dentro de un cierto intervalo. 
Asi, en el gráfico se observa como para un nivel del objetivo, 
por ejemplo, v= 540, el indicador debe oscilar entre 180 y 270. 
Evidentemente, el indicador será mas perfecto a medida que 
el área del gráfico sea mas reducida, siendo perfecto cuando 
dicha superficie sea un segmento. En tal caso existe una relación 
univoca entre cada valor del indicador y cada valor del objetivo, 
dándose la condición de máxima efectividad. 
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6. ELECCION DE INDICADORES 
Existen varios criterios que 'miden la bondad de un indicador 
en cuanto al nivel de efectividad que se alcance. Entre ellos, se 
pueden citar aquél que minimiza el área del conjunto convexo del 
gráfico de indicadores o aquél que minimiza el segmento derivado 
de las proyecciones sobre la recta imagen de la transformación 
Inversa obtenida por la IG. 
Utilizaremos, sin embargo, el llamado coeficiente de 
divergencia ,que mide el seno del ángulo que forman las rectas 
representativas del objetivo y el indicador. Este coeficiente 
viene dado por la expresión: 
~ = V1 a c" 
donde 11 a 11 = I/aa", 11 c 11 
y c, respectivamente. 
= Vcc-tl, siendo a" y c" las traspuestas de a 
Evidentemente, a medida que el ángulo sea mayor el indicador 
es menos efectivo. La máxima efectividad se obtiene para un valor 
de ~ = O, situación que aparece cuando las rectas del objetivo y 
el indicador son paralelas, es decir, no existe ángulo. Por el 
mismo argumento, el indicador menos efectivo es aquél para el que 0= 1, caso en el cual las rectas son perpendiculares. 
Sin embargo, a pesar de que K= 1, ello no quiere decir que 
el indicador no sirva para nada, sino únicamente que es el peor 
pssible, aunque siempre puede ayudar a reducir el intervalo de 
variaci6n del objetivo. Es decir, aún siendo el peor posible, el 
indicador incrementa el grado de conocimiento sobre la 
cumplimentaci6n del objetivo. 
En el caso del último ejemplo que se estaba considerando el 
valor del coeficiente de divergencia es: 
1 
_______ !~~ ___ ~~L ___ {~l ________ _ 
= 0,1482 
12) (~~) V (5 
por lo que puede ser considerado un 
bueno. Evidentemente, si se calculara 




el del indicador dado en 
de máxima efectividad. 
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